(b) a;; = 0 fiir alle ¢ < j heisst untere Dreiecksmatriz.

3.7 Dreiecksmatrizen
Definition: Eine@l\/{a*ﬁrix A= aiﬂ)1<”<m
(a) a;; = 0 fiir alle 4 > j heisst{obere %r@zecksmatm:c

Proposition: Fiir jede obere Dreiecksmatrix mit allen Diagonaleintragen gleich 1 gilt:

(a) Sie kann durch eine Folge elementarer Zeilenumformungen der Art ,Addiere ein Vielfaches einer

spateren Zeile zu einer fritheren” in die Einheitsmatrix tiberfithrt werden.
(b) Sie ist ein Produkt von Matrizen I,,, + AE;; fiir gewisse A € K und i < j.
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Proposition: Fiir je zwei obere Dreiecksmatrizen A und B derselben Grésse sind auch A + B und A - B

obere Dreiecksmatrizen, und deren Diagonaleintriage sind die Summe bzw. das Produkt der entsprechenden

Diagonaleintrage von A und B. , —
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Proposition: Jede Links- oder Rechtsinverse einer oberen Dreiecksmatrix ist wieder eine obere Dreiecks-
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Proposition: Fiir jede Dreiecksmatrix A der Grésse m x m sind dquivalent:

(a) Die Matrix A ist invertierbar.

(b) Es existiert eine m x m-Matrix A" tiber K mit A’ - A = I,,, (Linksinverse).
(c) Es existiert eine m x m-Matrix A” tiber K mit A- A" = I,,, (Rechtsinverse).
(d) Alle Diagonaleintrage von A sind ungleich Null.

(&) o A () Phetede obic. A (“4/
= %CDQ- " A= a,;fe.‘)er/
M AT, 2 A e Dl
()7

&-:
&) =4 (o)

o\

= A‘A Lok -D\;M;.v(n_o-&{""“\"{éz oL - A :4

L L
= N ?—LO.

Lo o Dog - qet



Definition: Eine Matrix heisst in Zeilenstufenform, wenn die von Null verschiedenen Terme in jeder Zeile

R
Fakt: Jede quadratische Matrix in Zeilenstufenform ist eine obere Dreiecksmatrix. __—
_/_’

echt spéater beginnen als in der Zeile davor.
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3.8 Dreieckszerlegung von Matrizen
Satz: Fiir jede Matrix A existieren eirie Permutationsmatrix P und eine invertierbare untere Dreiecksma-

trix U, so dass UPA Zeilenstufenform hat.
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Satz: (LR-Zerlegung) Fiir jede invertierbare Matrix A existieren eine Permutationsmatrix P, eine inver-

tierbare untere Dreiecksmatrix L, und eine invertierbare obere Dreiecksmatrix R, so dass gilt

PA = LR.
Rew.. Sl PU we v vy Jae = UPA =R ot 287F
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Fge: A= PLR

Satz: (Bruhat-Zerlegung) Fiir jede invertierbare Matrix A existieren eine Permutationsmatrix P und
invertierbare obere Dreiecksmatrizen B und B’, so dass gilt

A = BPB.




Satz: Fiir jede m x m-Matrix sind dquivalent:

(a) Die Matrix ist invertierbar.
(b) Die Matrix lasst sich durch elementare Zeilenoperationen in eine invertierbare Dreiecksmatrix tiber-

fithren.
(c) Die Matrix léasst sich durch elementare Zeilenoperationen in die Einheitsmatrix {iberfiihren.
—_—— 0
(d) Die Matrix ist ein Produkt von Matrizen der Form/1,, + AEE}fﬁr i#j un@ermutationsmatrizez
und@ﬁie—rbaren Diagonaln%) —
(e) Wihrend der Gauss-Elimination bleiben alle Zeilen ungleich Null.
(f) Es existiert eine m x m-Matrix A" iiber K mit A’ - A = I, (Linksinverse).

(g) Es existiert eine m x m-Matrix A" iiber K mit A- A" = I,,, (Rechtsinverse).

In jedem der Fille (f) und (g) ist die Matrix A’ die eindeutig bestimmte Inverse A~
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Proposition: Sei A eine m x n-Matrix, und sei (A, I,,) die durch Zusammensetzen entstehende m x (n+m)-
Matrix. Seien B eine m x n-Matrix und U eine m x m-Matrix, so dass (B, U) durch eine Folge elementarer
o A, e

Zeilenoperationen aus (A, I,,,) entsteht. Dann gilt

B = UA.
Ber L bl Vb ke \/'(’*,Tu\/:é\@(%/ = V=
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WA, V) R=VA =UAL.
geh

Folge: Fiir jede invertierbare m x m Matrix A fithrt die vollstindige Gauss-Elimination von der Matrix
E(A, I,,) huf die Matrix (I,,,, A™1).
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Variante: Seien A eine m x m-Matrix und B eine m x n-Matrix, und sei (A, B) die durch Zusammensetzen
entstehende m x (m + n)-Matrix. Sei C' eine m x n-Matrix, so dass (I,,,C) durch eine Folge elementarer
Zeilenoperationen aus (A, I,,,) entsteht. Dann ist A invertierbar und C' die eindeutige Losung der Gleichung
AC = B, das heisst

C = A'B.






